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Capitolul 1

Cu privire la inegalitati
algebrice clasice

1.1 Inegalitatea mediilor

Inegalitatea mediilor este una dintre cele mai des utilizate inegalitati din
matematica, fiind cunoscuta i sub denumirea de inegalitatea lui Cauchy.
Fiind foarte importanta, vom prezenta mai multe solutii ale acestei ine-
galitati.

Teorema 1.1.1. Media aritmetica a n numere reale ay, ay, ..., ay > 0,
este mai mare sau egald decdt media lor geometrica i anume

ap +ag+ ... +ay -
> ap - ag . @y

n
Demonstratie. 1. Demonstram mai intai ca inegalitatea este adevarata
pentru un numar n de forma 2*(k € N), folosind inductia metematica.
Fie acum n € N, iar & cel mai mic numar natural pentru care n < o~

Numerele a1, a9, ..., an, 9,9, ...,g (unde g = /a1 - az - ... - ay,, §i apare de

2k —n ori) sunt pozitive si in numar de 2*. Putem deci scrie

. ke . ]
am+ag+ ... +a+2F—n)g _ » o
= J > 1 - Qg+ Q- g2

2/:
7 o S o k . PR -
Inst oy - g - an- g2 " = g™ ¢g* " = ¢ Obtinem deci inegalitatea
a+ay+...+an+ (28 —n)g
ok 29



8 1. INEGALITATI ALGEBRICE CLASICE

sau
k ok
G +a+..+a, +2-g—n-g>2"¢g
o . . 1 5T e __ i ”J.l’,—
care este echivalenta in final cu a; +as+...+a, > n-g =n Va1 ag o G,
adica ceea ce trebuia demonstrat. B

Demonstragie. 2. Pentru n = 1,2, inegalitatea se verifica usor. Pre-
supunem ca ea este adevarata pentru n—: numere pozitive (1 <4 < n—1)
si sa demonstram ca ea raméne adeviarata si pentru n numere pozitive
ay, Gy, ..., an. Conform ipotezei de inductie putem scrie

n—1
ez (n—1)"Va ag . an (1.1)
=1

gl
an+(n—=2)a1-az - ... an > (n—1) "i/an (Yarag - ay 2 (1.2)

Aduném (1.1) cu (1.2), membru cu membru si obtinem

Z ai+m—=2)ar a3 an > (n—1) Va0 .o Gy
=1
+n—1)"Van (Yo a) (1.3)
Insi
""\/CL Cp—1 + \/an ' 0/2 an)n—Q

n— —2
‘) Jn\l/u’ R IR £ T \l/an'{" a1 'a2'~v'a/n)n

=2%a;-ay ... Q.
Astfel din (1.3) deducem

Zai+(n—2)\"/a1 Ay Gn 2 2(n—1)ayay - ay
i=1

n
sau E a; 2 na - ag - ... - an, adica ceea ce trebuia demonstrat.
i=1
H
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1.1 INEGALITATEA MEDIILOR . 9

Demonstratie. 3. Notam inegalitatea %Ez;l a; > ¥ay - ag - ... an cu

P(n), pentru n > 2, i ardtdm prin inductie matematics cd P(k) =
P(k + 1), pentru k > 2, natural. Pentrn Inceput impunem conditia ca
a1 < Gy < ... < ay, conditie care nu contrazice generalitatea inegalitatii.
Se verifica usor P(2). Aratam ca P(k) = P(k + 1), pentru orice k > 2,
natural, ceea ce, revine la a demonstra inegalitatea

k/ar-ay - ar + g > (k4 1) SYay - ag - Gt

In acest scop se aplica inegalitatea k{/z+y > (k+1) */Zy cu conditia
cay > Vr,undex,y > 0. In cazul nostru z = 010y ... Gy S1Y = Qpoq, iar
conditia ceruta este verificata deoarece am impus la inceput o anumita
ordine numerelor ay, a, ..., a,. Deci am aratat ca P(k) = P(k+1),Vk >
2, natural, ceea ce incheie demonstratia. 2!

In continuare vom prezenta cateva comentarii privitoare la cazul de egal-
itate al inegalitatii mediilor, la inegalitatea dintre media ponderats si
media geometricd, precum si despre o generalizare a inegalitatii mediilor.

Comentariu. (i). Cazul de egalitate dintre media aritmentica si media
geometrica se obtine pentru a; = a3 = ... = q,,.

(ii). Inegalitatea dintre media armonica si media geometrici (a n numere
reale pozitive), mai precis:

1/n 1

” I 1)
Eai > E;E )

nu este altceva decat inegalitatea dintre media geometrica si media arit-
L ot ot Al e e s 1 1 e
metica (demonstrata mai sus), aplicata numerelor pozitive s

(iii). O generalizare a inegalitagii mediilor este data de inegalitatea pon-
derata a mediilor, adica:

§ P1 p2 Dy
yai '041‘|“P2'CL‘2 _f—---+pn'an Zal " Qg "“'ail, )

unde pi, pa, oo, Py @1, G,y > 0,12 pr b po+ Ay =1,V > 2. @
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10 ) . 1. INEGALITATI ALGEBRICE CLASICE

1.2 Inegalitatea Cauchy - Buniakovski -
Schwarz

Urmatoarea inegalitate este de asemenea una destul de generala, care, la
randul ei, este importanta si frecvent utilizata.

Teorema 1.2.1. Fie ay,aq, ..., 0y, b1, by, ..., by, numere reale. Atunci
(arby + agbs + .. 4 anb,)® < (0 +a2 + . Fa)(B 4 2 4 ..+ B2).

Demonstratie. 1. O prima demonstratie rezulta direct din identitatea
lui Lagrange: Pentru orice numere reale ay, as, ..., an, by, by. ..., by, avem
relatia

Z ((Libj — ijbi)Q = Zn: (L? . zn: bf - Zn: (lib,‘
i=1 =1 =1

1<i<j<n

Pentru demonstrarea acestei identitdti vom aplica inductia matematica.
Pentru n = 1 egalitatea este evidenta. Acum admitem c¢i pentru orice
numere reale ay, ag, ..., ay, b1, by, ..., by, avem:

Z (az'bj - ajbi) Z a; sz i a;b;
1<i<j<n i=1 i=1

Atunci
n+1 n+1 n+1 2 n T

Z CL? . Z b? — Z aibi = Z G_.If Z FJ:]
i=1 i=1 i=1 i—1
n+1 Z a; + an+1 Z b2 + an+1 Z a;b;

2
_Qan+lbn+l § az - n+1 n+1 = E (aibj - (iji)

1<i<j<n

n n n
2 2 2 . .
+b2 E a; + a,. - E by — 26 1bys1 - g a:b;
=1 i=1 i=1
2
= E (CLibj - Cij,;) s

1<i<j<nt1
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1.8. INEGALITATEA LUI HOLDER 11

ceea ce incheie demonstratia. (este usor de observat ca in partea stanga
a egalitatii avem o suma de patrate, deci un numéar mai mare sau egal ca
zero, ceea ce Implica ca si membrul drept este pozitiv) 28]

Demonstragie. 2. O alta demonstratie se obtine utilizaind trinomul de
gradul al doilea. Evident, (a;2—b;)? > 0 pentru orice z € R, (1<j<n)

R < [V . v by 7 N -
egalitatile realizandu-se daca si numai dacs z = 2. Insumand, obtinem:
7

¥ (a? a5 4.+ a2) = 22(a1by + aghy + ... Fanby) + (202 +02) >0,

pentru orice x € R, egalitatea realizandu-se daca sl numali daca toate
inegalitatile (a;2 — b;)? > 0 se transformi in egalitati pentru un acelasi
z. Rezulta ca discriminantul trinomului este negativ sau zero (alternativa
egalitatii cu zero realizandu-se dacd si numai daci bj = za; pentru un
anumit z(1 < j < n)), adica

n 2 n n
}: Z 2 Z 2
=1 =1 =1
&
In continuare vom prezenta un comentariu despre cazul de egalitate al
inegalitatii.
Comentariu. Dupa cum s-a observat si din demonstratiile prezentate

anterior, cazul de egalitate al inegalitatii cu pricina are loc daca $i numai
daca exista o constanta \ astfel ca bj = Aaj, pentru j = 1,2, ... n. &

» <

1.3 Inegalitatea lui Holder
Continudm cu o generalizare clasica a inegalititii CBS si anume

Teorema 1.3.1. Fie a;,as, ..., Gn, b1, by, by > 0, 0> 2 sip,q € R%
astfel incit + ¢ =1, atunci are loc inegalitatea

3
el
3
3
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12 1. INEGALITATI ALGEBRICE CLASICE

Demonstragie. 1. Incepem prin a prezenta o demonstratie prin inductie.
Consideram adevarata inegalitatea pentru n si o demonstram pentru n +
1:

1 1
n+1 n n P n q
_ P q
E ab; = g a:b; + an+lb71+l < E a; E bi re Cbn+1bn+l
=1 i=1 i=1 i=1
1 1 1 1
n ? n q n41 P n+1
P r _ Y2 q
E a; + ap E bl +01,, ] = E a; E b!
i=1 i=1 =1 i=1

Acum pentru ca inductia s fie completa, mai trebuie verificat cazul n = 2,

adicd inegalitatea a;b; +asby < (af +a ) (b —|—bq) inegalitate ce rezultd
imediat din studiul semnului functiei:

i 1
f(z) = (a} + ab)» (b + 2%)s — a1by — agz, o > 0,
ceea ce incheie demonstratia. i

Demonstratie. 2. Rescriem inegalitatea astfel

v asb; ; 4\
zﬁﬂ@ ]_1©§:<WJ ) <7¢q> .
(> al)e (30, b)) Dlim € > i b

Aceasta inegalitate o vom demonstra cu ajutorul inegalitatii mediilor
N ¢ 2
ponderate i adica zey? < Lz + %y, In cazul nostru avem:

1
a a? ) B ( b ) CR {1 a? 1 b }
n - n . t S - - + - T : ¢
; (Zil (Lf Z-s:l br‘l 121: p ZL 1 CL q Z?.:J b.'f
D> NS »N BE

- =1

Y gyt p g

adica ceea ce trebuia demonstrat. 58

3

Comentariu. (i). E(Talitatea este stabilita daca gi numai daca n-uplele
(af,a,...,aP) si (B B, ..., B0) sunt proportionale.
(ii). Se obselva ca pentru p = ¢ = 2 rezulta tocmai inegalitatea

(aiby + agby + ... 4 apby)? < (af + a% 4ot ai)(bf + b% 4 ..+ bi),

INEGALITATI MATEMATICE modele inovatoare - PG.Popescu, |.V.Maftei, J.L.Diaz-Barrero, M.Dinca



1.4 INEGALITATEA LUI MINKOVSKI 13

adica celebra inegalitate Cauchy-Buniakovski-Schwarz.
(iii). O generalizare a inegalitatii o reprezintd tocmai inegalitatea Holder
ponderata
n é n % 13
(Z p;a?) <Z’pibf> > piaibi,
i=1 i=1 i=1

unde py, pa, .o pn > 08 5 + 5 = 1. @

1.4 Inegalitatea lui Minkovski

In aceeasi categorie prezentim si urmétoarea inegalitate.

Teorema 1.4.1. Dacd ay,a, ..., an, b1, by, ... b0, >0, n > 2 i p este un
numar real cu p > 1, atunci are loc inegalitatea

(iwi + W) < (Z) r (Z bf) :

i=1
Demonstragie. Vom prezenta o demonstratie bazata pe inegalitatea lui
Holder. Pentru ¢ = ])_Ll, evident %—F% = 1. Acum cu ajutorul inegalitatii
lui Holder vom obtine
o

Z(ai +b)P = z”: ai{a; -+ bi)P~t + z”: bi(ai + b;)P~!
=1 i—1

=1

A
R
g

-._;‘sl-v
S T
o |-
e
iE
B}

+

s

Sy

A

=

N—
o =

[|
o~
AL

2

s
AT N

+
S
At

A3
N—

-1 .
si inmultind aceasta inegalitate cu (30 (a; + bi)”)_pT rezulta

<i(ai +bl->f’> "< (Z ag’> g (Z”’) g

i=1
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14 1/INEGALITATI ALGEBRICE CLASICE

adica ceea ce trebuia demonstrat. H
Comentariu. (i). Inegalitatea devine egalitate daca si numai daca
(1,02, ...,a,) si (b1, by, ..., by) sunt proportionale.

(ii). Daca p < 1 atunci inegalitatea isi schimba sensul.

(ii). O generalizare a inegalitatii o reprezinta tocmai inegalitatea lui
Minkovski ponderata

(Zpl(al+bi)t> < (meﬁ) + (Zpibf) ,
i=1 i=1 i=1

unde t > 1, iar py, pg, ..., pn > 0. @

1.5 Inegalitatea lui Bernoulli

Vom Incepe prin a prezenta o forma mai simpl3 a inegalitatii lui Bernoulli,
adica

Teorema 1.5.1. Dacd {ay,az,...,a,} C (—1,0] sau {a,as,...,a,} C
[0, 0), atunci

[TO+a) =1+ ax (1.4)
k=1 k=1

Demonstratie. Prezentam aici o demonstratie prin inductie. Notam cu
P(n) inegalitatea pentru n € N. Evident P(1) este adevaratsa. Demon-
stram c& P(k) = P(k + 1),k > 1,k € N gi avem

k

[T0+a) - A +a) > @+ a)d+akn)

i=1 =1

k k
1+ E Q; + Qg1 + Grg E Q;
i=1 i=1
k+1

> 1+) a
=1

deoarece 1 + ajpr1 > 08l a; - agyq > 0,(1 < i < k). H
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1.5. INEGALITATEA LUI BERNOULLI| 15

Observatie. Completam demonstratia prin conditia pe care trebuie sa
o verifice numerele n cazul de egalitate si anume trebuie ca n — 1 din
numerele a, aq. ..., a, sa fie nule. O]
Prezentam in continuare dous dintre cele mai importante inegalitati ale
lui Bernoulli.

Teorema 1.5.2. Fie z > —1, atunci
(I+2)*>1+ax, pentrua>1 sau a <0 si (1.5)
(I14+2)* <1+ azx, pentru 0 < a < 1, (1.6)

cazul de egalitate avand loc daca i numai dacid x = 0.

Demonstratie. Pentru demonstratie vom studia semnul functiei flz) =
(1 +2)* —az.2 > —1. Functia f'(z) = a(l + 2)* ' — a se anuleazd in
zero. Pentru o > 1 sau alpha < 0, avem ca f(x) > f(0) =1 cu egalitate
pentru z = 0 i (1.5) este demonstratd. In cazul cand 0 < a < 1, [/ isi
schimba semnul, ceea ce fnseamna ca f isi schimba monotonia si atunci
f(x) < f(0) = 1 cu egalitate pentru z = 0 si (1.6) este demonstrati.
o

Continuam prin prezentarea unei forme mai generale ale inegalitatii lui
Bernoulli, adica

Teorema 1.5.3. Daca {p1,p2, .., pn} C (—00,0) sau {p1,pa,....,pn} C
(1,+00), dar {xy, 20, ..., 2} C [0,4+00) sau {z1,%s,....,2,} C (=1,0],
n > 1, atunci

" mn
[T e z14) piea,

i=1 i=1
cazul de egalitate avand loc dacd $i numai dacd T, = o = ... = T,.
Demonstratie. Se observa ca in fiecare din cazurile ipotezei avem p;x; <
0(1 <4 < n). Daca pentru un anume 7 € {1,2,....,n} avem p;z; < —1,
atunci inegalitatea se verificid usor deoarece avem

0>1+pizs 21 +par +pexe + ... + P
Sa consideram cazul in care p;a; € (—1,0},(1 < i < n). Folosind (1.5) si

forma simplificata a inegalitatii lui Bernoulli (1.4), avem

n

H(1 + )Pt > H(l +piz) > 1+ Zpﬂ%

i=1 i+1 i=1
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16 1. INEGALITATI ALGEBRICE CLASICE

ceca ce inchele demonstratia. Datoritd cazului de egalitate din (1.4)
pentru a avea egalitate, trebuie ca

D1 =Dy = . = pply =0 0 =29 = .. =g, = 0.

H

Comentariu. Enuntam aici si o alta formi a inegalitatii lui Bernoulli,
dar nu ne vom ocupa de demonstrarea ei.
"Fie p; >0, cu X0 pi = 1 <4< n),sia e (—LO)(1 <4 <
n) sau z; € [0,400)(1 < i <n), n>2, atunci

n

H(l + ;)P < 1+zn:pi'xi- K

=1 =1

1.6 Inegalitatea lui Cebisev

Continudm cu o inegalitate deasemenea clasics gl anume

Teorema 1.6.1. Dacd a; > ay > .. 2 Gny, by > by > 0> b fin
principiu seturile de numere trebuie si aibd aceeagi monotonie), atunci

n n n
n Z a:b; | > Z a; Z b;
=1 =1 =1

Demonstrafie. Aratim mai intai ca arby+agb, 1 +...4ab < S < by +
asby+...+aub,, unde S = ayby, +agb;, +...+anb;, , iar numerele i, iy, ..., 4,
sunt 1,2, ...,n eventual intr-o alti ordine. incepem demonstratia prin
observatia cé daci a,b,c,d € R, a > b, ¢ > d, atunci ac + bd > ad + be,
relatie echivalenta cu (a — b)(c — d) > 0. Acum daci in S avem termenii
by si axby, pentru care | < k §i ¢ > p, atunci by = by si schimband b, cu
b, rezulta
S = albil + ...+ alb,) + ...+ akbq +...>8

si analog se repeta rationamentul. Deci conform acestui rezultat putem
spune ca max .S = 3" a;b;. De aici se pot enunta inegalitatile

Zaibl > arby +aghy + ...+ anb,

i=1
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1.7. INEGALITATEA LU|I JENSEN 17

n
Z a;by > arby + agbs + ... + anby

i=1

n
Z aibl Z W bn, + (lle + ...+ anbn—b
=1

de unde prin acdunare membru cu membru se obtine inegalitatea lui
Cebisev. H

Comentariu. (i). Cazul de egalitate are loc daca si numai daca

) =ay = ... =ay sau by = by = .. = b,.

(ii). Daca multimile de numere nu au aceeasi monotonie inegalitatea
Cebigev devine:

n n n
i Z aibi < Z a; Z bi
i=1 =1 i=1

(iii). O generalizare a inegalitatii o reprezints tocmai forma ponderati a
inegalitatii lui Cebigev, a carei demonstratie nu o vom prezenta aici, si
anume

(01 + p2 4 o pa)(Dra2by + paaghy + .. + Pranby)

> (pray +paag + -+ pan) by + pabe 4 ... + poby),
unde py, pa, ..., pn > 0. @

1.7 Inegalitatea lui Jensen

Incepem aici prin a defini ce inseamna o funciie convexa respectiv con-
cava, pentru ca mal apol sd prezentam inegalitatea lui Jensen, care se
bazeaza pe aceste cunostinte.

Definitie. 1. Fie f : I — R, unde I este interval. Vom spune cd f
este convexd (concava) pe I daca oricare ar fi x1, 9 € I si oricare ar fi
t € [0,1] avem

fltar + (1= ] < (2)tf(m1) + (1= 1) f (x2).

Continuam cu inegalitatea lui Jensen, si anume
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